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摘　要：摆线型大位移井轨道由“直井段—圆弧井段—摆线井段—稳斜井段”构成，与其他类型的大位移井轨道相
比，摆线型大位移井具有最小的或很小的摩阻和摩阻力矩。 摆线型大位移井轨道设计问题归结为求解一个二元方
程组，当未知设计参数为摆线井段初始井斜角或稳斜井段井斜角时，该方程组为非线性方程组，没有解析解。 通过
数学变换和化简，得到了等价的三角函数方程，根据区间搜索和二分法提出了求该三角函数方程近似解的数值迭
代算法。 算例表明，该算法具有很好的迭代稳定性，计算精度高、速度快。 新算法可用于大位移井轨道设计的计算
机软件开发，对于提高软件的适用性和稳定性具有较大的帮助。
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大位移井设计的主要目的是尽量减小钻柱摩

阻、改善钻柱的受力情况。 为了达到这个目的，井眼
轨道的增斜井段一般选择非圆弧曲线，如悬链线、抛
物线等［１］ 。 理论研究和数值计算方面研究得比较
透彻的大位移井轨道设计问题包括悬链线

［２，３］ 、侧
位悬链线

［１］ 、抛物线［４ ～６］ 、侧位抛物线［７］
等类型的

设计问题。 卢明辉等［８］
提出了使用摆线作为增斜

井段的大位移轨道设计的新方法，在其计算实例中，
４ 种井段曲线类型（圆弧、悬链线、准悬链线、摆线）
中，摆线轨道的起钻摩阻、摩阻力矩最小。 在宋执武
等人

［９］
的对比分析中，摆线轨道在 ６ 种井段曲线类

型中在下钻摩阻、起钻摩阻、滑动摩阻、旋转摩阻等
指标上也是最好或次好的。

使用摆线来设计大位移井轨道时，井眼轨道由
“直井段 ＋圆弧井段 ＋摆线井段 ＋稳斜井段”构
成［８］ 。 根据靶点平移和垂深可以列出２个方程组成
的方程组，其中包括 ６ 个设计参数。 文献［８］给出

了未知数为摆线特征参数和稳斜段长的情况下的设

计方程组的解析解。 卢明辉等［８］分析了大位移井

圆弧轨道设计中造斜点和稳斜角与摩阻之间的关

系，指出造斜点和稳斜角对降低摩阻有重要作用。
因此，对于摆线型大位移井轨道设计问题方程组，未
知数不能仅限于摆线特征参数和稳斜段长。 实际
上，从 ６个待定设计参数中选择 ２ 个作为未知数的
选择方法共有 １５种，尽管其中一部分未知数组合情
况在实际设计中很少用到，但是作为算法研究和计
算机软件开发来说，应该给出所有未知数组合情况
的求解方法。
本文可以看成是对有关文献中的设计方法的细

化和补充，也对大位移井轨道设计的计算机软件开
发有重要的指导意义。
约定：除特别声明之外，文中长度变量的物理单

位均为 ｍ，角度变量的物理单位均为 ｒａｄ。
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1　数学模型
摆线型大位移井轨道设计的数学模型如下

［８］ ：
Dａ ＋Rｓｉｎαｂ ＋a（ｃｏｓ２αｂ －ｃｏｓ２αＷ）

＋LＷｃｏｓαＷ ＝Dｔ （１）
R（１ －ｃｏｓαｂ） ＋a〔２（αＷ －αｂ） ＋ｓｉｎ２αｂ －ｓｉｎ２αＷ〕
　　 ＋LＷｓｉｎαＷ ＝Sｔ （２）
式中：Dａ———直井段的长度；R———圆弧井段的曲率
半径；αｂ———摆线井段初始井斜角；a———摆线特征
参数；αＷ———稳斜井段的井斜角；LＷ———稳斜井段
的长度；Dｔ———靶点垂深；Sｔ———靶点平移。
在方程组（１ ～２）中，有 ６ 个待定设计参数：Dａ、

R、αｂ、a、αＷ、LＷ，需要将其中的 ４ 个指定为已知的。
当未知数为 Dａ、R、a、LＷ 中的任意 ２个时，方程组（１
～２）是二元线性代数方程组，使用克莱默法则［１１］

直

接求解析解（本文不再进一步讨论）。 摆线特征参
数 a是一个难以给定的设计参数，一般应作为未知
数。 当αｂ 或αＷ 为未知数时，方程组（１ ～２）是三角
函数方程组，需要使用数值迭代法进行求近似解。
从方程组（１ ～２）消去未知数 a，得：

ｃｏｓ２αｂ －ｃｏｓ２αＷ
２（αＷ －αｂ） ＋ｓｉｎ２αｂ －ｓｉｎ２αＷ

＝

Dｔ －Dａ －Rｓｉｎαｂ －LＷｃｏｓαＷ
Sｔ －R（１ －ｃｏｓαｂ） －LＷｓｉｎαＷ

（３）

从方程（３）求出未知数αｂ 或αＷ 之后，代入式
（１）或（２）即可求出摆线特征参数 a。
下面仅讨论未知数为 a和αｂ 或αＷ 的情况。

2　第一种情况
摆线井段初始井斜角αｂ 为一个未知数。 令：

m ＝
S ｔ －LＷｓｉｎαＷ －R

R

n ＝
Dｔ －Dａ －LＷ ｃｏｓαＷ

R
x ＝αＷ －αｂ （４）

F（x） ＝〔mｓｉｎ（２αＷ －x） ＋ｓｉｎαＷ ＋
　　　nｃｏｓ（２αＷ －x）〕ｓｉｎx ＋〔ｓｉｎ（αＷ －x） －n〕x
从式（３）得到：

F（x） ＝０ （５）
大量数值试验表明，在约束范围 ０ ＜x ＜αＷ 之

内，方程（５）一般有 ２个解。 函数 F（x）的典型图形
如图 １所示〔横轴 x已转换成以（°）为单位〕。
根据函数 F（x）的曲线特征，根据区间搜索和二

分法的思想，给出下面的数值求解算法。
给定步长Δx，函数值允许误差εＦ，自变量控制

图 １　函数 F（x）的典型图形

误差 εｘ。
算法 １：
（１）令 x１ ＝Δx，计算 F１ ＝F（x１ ）；
（２）如果｜F（x１ ） ｜≤εＦ，则 x ＝x１ 是满足精度要

求的近似解，退出；
（３）令 x２ ＝x１ ＋Δx，计算 F２ ＝F（x２ ）；
（４）如果｜F（x２ ） ｜≤εＦ，则 x ＝x２ 是满足精度要

求的近似解，退出；
（５）如果 F１F２ ＞０，则令 x１ ＝x２ ，F１ ＝F２ ，转第

（３）步；
（６）令 x３ ＝（x１ ＋x２ ） ／２，计算 F３ ＝F（x３ ）；
（７）如果｜F（x３ ） ｜≤εＦ，则 x ＝x３ 是满足精度要

求的近似解，退出；
（８）如果｜x２ －x１ ｜≤εｘ，则无解，退出；
（９）如果 F１F３ ＞０，则令 x１ ＝x３ ，F１ ＝F３ ，转第

（６）步；
（１０）如果 F２F３ ＞０，则令 x２ ＝x３ ，F１ ＝F３ ，转第

（６）步。
在算法 １ 中，前 ５ 步是以步长 Δx 搜索有解区

间，特征是在区间端点处的函数值的符号相反。 后
５步使用经典的二分法在有解区间上进行迭代求
解。
如果前 ５步没有得到有解区间，则减少步长Δx

再次搜索有解区间。 当步长Δx非常小时仍然不能
得到有解区间，则可能是设计问题本身无解。

3　第二种情况
稳斜井段井斜角αＷ 为一个未知数。 令：

p ＝
Sｔ －R（１ －ｃｏｓαｂ）

LＷ

q ＝
Dｔ －Dａ －Rｓｉｎαｂ

LＷ
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G（x） ＝〔pｓｉｎ（２αｂ ＋x） －ｃｏｓαｂ ＋
qｃｏｓ（２αｂ ＋x）〕ｓｉｎx ＋
〔ｃｏｓ（αｂ ＋x） －q〕x

从式（３）得到：
G（x） ＝０ （６）

大量数值试验表明，在约束范围 αｂ ＜x ＜π／２
之内，方程（６）一般有一个解。 函数 G（x）的典型图
形如图 ２所示〔横轴 x已转换成以（°）为单位〕。

图 ２　函数 G（ x）的典型图形

根据函数 G（x）的曲线特征，也可以根据区间搜
索和二分法的思想给出数值求解算法。

算法 ２（略）。

4　算例
为了便于对比，使用文献［８］中的算例。 某井

目标点垂深 ２９８５ ｍ，水平位移 ８０６２．７ ｍ，造斜点垂
深 ４４２ ｍ，造斜点以上为直井段，给定稳斜井段井斜
角为 ７８°，圆弧井段造斜率为 ３°／３０ ｍ，造斜至 ３０°。
根据以上设计参数，求出稳斜段长为 ６８９３．０７

ｍ，摆线特征参数为 ５８２．４９ ｍ，均保留 ２位小数。
算例 １：未知数为摆线井段初始井斜角 αｂ。 搜

索步长取为 Δx ＝１１π／６０００，函数值允许误差 εＦ ＝
１０ －８，运行算法 １。 首先求出有解区间为 ０．８３５ ＜x
＜０．８４１，在该区间上使用二分法进行迭代，经过 １６
次迭代计算得到 x ＝０．８３７７５８、F（ x） ＝－４．７１ ×
１０ －９。 将 x转换成以（°）为单位的值再利用式（４）
得αｂ ＝３０．００°。 该近似解与文献［８］中的给定值几
乎相等。
算例 ２：未知数为稳斜井段井斜角αＷ。 搜索步

长和函数值允许误差与算例 １ 相同，运行算法 ２。
首先求出有解区间为０．８３５ ＜x ＜０．８４１，在该区间

上使用二分法进行迭代，经过 １９ 次迭代计算得到 x
＝０．８３７７５８、G（x） ＝－４．０３ ×１０ －９。 将 x 转换成以
（°）为单位的值再利用式（４）得αＷ ＝７８．００°。 该近
似解与文献［８］中的给定值几乎相等。

5　结论
（１）摆线型大位移井轨道由“直井段 ＋圆弧井

段＋摆线井段 ＋稳斜井段”构成，轨道设计问题等
介于求解一个二元方程组。 未知设计参数不是摆线
井段初始井斜角和稳斜井段井斜角时，该方程组为
线性代数方程组，使用克莱默法则直接可以求出解
析解；否则，该方程组为非线性方程组，可以归结为
角度未知数的三角函数方程。

（２）在未知设计参数为摆线井段初始井斜角或
稳斜井段井斜角的情况下，推导出了未知数所满足
的三角函数方程，根据有解区间搜索和二分法提出
了该三角函数方程求解的数值迭代算法。 算例表
明，新算法具有迭代过程稳定、计算精度高、速度快
等优良特性。

（３）本文提出的新算法可以用于摆线型大位移
井轨道设计的计算机软件开发中，对于提高轨道设
计软件的计算性能具有一定的意义。
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