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摘　要：考虑方位漂移因素的设计约束方程组是一个具有 ３个独立未知数、多个隐含未知数的非线性方程组，需要
使用数值迭代法才能求出其数值解。 给出了解析形式的垂深增量公式，利用约束方程组中的垂深方程，将 ３ 个独
立未知数中的一个未知数表示成其他 ２个未知数的函数，并用之对设计约束方程组进行降维处理。 剖析了隐含未
知数的计算细节，给出了隐含未知数的递推算法。 提出了降维后的约束方程组的数值求解算法———缩半网格法，
该算法可以快速、可靠地求出设计问题的数值解，适用于在开发计算机软件时编程实现。
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0　引言
由于地层倾角、岩石和钻头各向异性等因素的

综合作用，在实钻井眼轨迹普遍存在方位漂移现象。
特别是在高陡构造条件下使用牙轮钻头旋转钻进

时，方位漂移问题更为突出。 大多数的方位漂移为
右首漂移，也有左漂的情况［１］ 。
如果在进行井眼轨道设计时就充分考虑方位漂

移特性，可以在实钻时减少扭方位操作和起下钻次
数，进而减少井眼轨道控制的难度和工作量。

刘修善［２］最近提出了考虑方位漂移的三维悬

链线轨道设计问题，将经典的二维悬链线大位移井
轨道设计推广到了三维的情况，建立了数学模型和
数值求解的基本思路，为方位漂移轨道设计技术在
实际工作中的应用提供了理论框架。

本文对侧位抛物线型的三维方位漂移轨道设计

问题进行了研究，着重阐述了设计约束方程组的求
解方法，详细讨论了可以计算机编程实现的数值算
法的技术细节。
约定：除非特别声明，文中具有长度量纲的参数

其单位为 ｍ，角度的单位为 ｒａｄ，井眼曲率和角度变
化率的单位为 ｒａｄ／ｍ。

1　设计基础
设计井眼轨道由连续光滑的多段空间曲线构

成，每个分段空间曲线称为设计井段。
侧位抛物线轨道由 ４个设计井段构成：直井段，

圆弧过渡段，侧位抛物线段，稳斜段。
方位漂移轨道设计的做法是先在垂直剖面图上
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进行设计，规定每个设计井段的井斜角变化规律，然
后再结合方位变化率进行空间轨迹设计。
1．1　井斜角函数

在每个设计井段上，井斜角随着井深而变化的
规律是相同的，可以用下面的井斜角函数来表示：

α＝f（ΔL） （１）
式中：α———设计井段上任意点处的井斜角；ΔL———
井深增量，ΔL ＝L －Lｂ；L———设计井段上任意点处
的井深；Lｂ———开始点处的井深。

直井段和稳斜段：
α＝αｂ （２）

式中：αｂ———设计井段开始点处的井斜角。
圆弧过渡段：

α＝αｂ ＋kαΔL （３）
式中：kα———造斜率。

ΔL＝q
２ 〔Q（α） －Q（αｂ）〕 （４）

式中：q———侧位抛物线特征参数，ｍ。
函数 Q（x）定义如下：

Q（x） ＝ｓｉｎx
ｃｏｓ２x＋ｌｎｔａｎ（

x
２ ＋π

４ ） （５）

1．2　井斜单元
在设计轨道上任取一连续曲线段，称之为井段。

本文用设计井段和井段来区分设计轨道上具有不同

属性的连续曲线段。
设计井段上的任一井段称为一个井斜单元

［２］ 。
井斜单元小于或者等于、但不大于某个设计井

段；一个设计井段可能划分为多个井斜单元。
下面的情况决不会出现：某个井斜单元的上端

点在一个设计井段内部，而下端点在另一个设计井
段内部。
1．3　方位单元

将从井口到靶点的垂深划分为连续的 m 个区
间，每个区间称为垂深区间，在每个垂深区间上给定
方位变化率的数值。

按照垂深与井深的对应关系，每个垂深区间对
应于设计轨迹上的一井段，该井段上的方位角变化
规律如下：

φ＝φｂ ＋kφΔL （６）
式中：φ———井段上任意点处的方位角；φb———井段
开始点处的方位角；kφ———方位变化率。

具有上述性质的井段称为设计轨迹上的一个方

位单元，简称方位单元［２］ 。
1．4　计算单元

对于方位单元可能会出现下面的情况：上端点
在一个设计井段内部，而下端点在另一个设计井段
内部。
为了避免出现这种情况，可以将方位单元再划

分成多个更小的井段，使得每个井段都是一个井斜
单元。
这种既是井斜单元又是方位单元的井段称为计

算单元。 在文献［２］中也称为细分单元等。 但本文
认为“细分”这个词的语义不甚明晰，由于在漂移轨
道设计时是以这样的井段为最小划分单元的，本文
认为称之为计算单元更言简意赅。

2　设计约束方程组
假设整个设计轨迹可以划分为 n个计算单元，

则可以给出下面的设计约束方程组
［２］ ：

∑
n

i ＝１
ΔNi －Nｔ ＝０ （７）

∑
n

i ＝１
ΔEi －E ｔ ＝０ （８）

∑
n

i ＝１
ΔHi －Hｔ ＝０ （９）

式中：ΔNi、ΔEi、ΔHi———分别为第 i 个计算单元的
北坐标增量、东坐标增量、垂深增量；Nｔ、E ｔ、Hｔ———
分别为靶点的北坐标、东坐标、垂深。
已知参数包括：造斜点深度，圆弧过渡段造斜

率，侧位抛物线段初始井斜角，稳斜段井斜角；垂深
区间及方位变化率。
求解设计参数：定向方位角，侧位抛物线特征参

数，稳斜段的段长。
2．1　坐标增量计算

计算公式如下：

ΔNi ＝∫
Li

L i－１
ｓｉｎαｃｏｓφｄL （１０）

ΔEi ＝∫
Li

Li－１
ｓｉｎαｓｉｎφｄL （１１）

ΔHi ＝∫
Li

L i－１
ｃｏｓαｄL （１２）

ΔSi ＝∫
Li

Li－１
ｓｉｎαｄL （１３）

式中：Li －１、Li———分别为第 i 个计算单元的开始井
深和结束井深；ΔSi———水平投影长度增量。
式（１０） ～（１１）中的定积分无法写成封闭的形

式，在计算时只能使用数值积分法［４］ 。
2．2　独立未知数与隐含未知数

方程组（７） ～（９）只有 ３个方程组，理论上可以
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求出 ３个未知数，要求这些未知数之间是独立的。
另外可以看到，在完成设计约束方程组求解之

前，某些井深单元的端点井深或井斜角等参数是未
知的，例如侧位抛物线段上的井深单元。 这些未知
数也需要在求解过程中确定出来，但是他们都可以
根据已知设计参数或者独立未知数计算出来，称之
为隐含未知数。

3　垂深增量公式
在坐标增量公式中，垂深增量公式（１２）具有比

较特殊的意义，不仅在于积分函数只与井斜角有关、
从而有可能求出积分的原函数，而且方位单元是根
据已知垂深来确定的，利用垂深已知性可以确定出
井深单元的其他参数来。
3．1　显式公式

将式（２） ～（４）代入式（１２）得：
直井段和稳斜段：

ΔHi ＝ΔLiｃｏｓαi （１４）
圆弧过渡段：

ΔHi ＝
ｓｉｎαi －ｓｉｎαi －１

kαi
（１５）

侧位抛物线段：
ΔHi ＝q（ ｔａｎαｉ －ｔａｎαi －１） （１６）

3．2　推论
如果知道一个井深单元的上端点的井深和井斜

角，则可以计算出下端点的井深和井斜角以及段长。
例如，假设造斜率或者曲线特征参数为已知数，

则从式（１５） ～（１６）可以先求出井斜角αi，再代入式
（３） ～（４）求出段长ΔLi 和井深 Li。
而对于稳斜单元，可以直接从式（１４）求出这些

参数。
3．3　用于降维处理

如果能将要求解的某个独立未知数用其他的独

立未知数来表示，则可以将求解三元非线性方程组
问题简化成求解二元非线性方程组问题。 未知数的
减少可以降低方程组的求解复杂度，提高计算速度。
对整个设计轨迹列出垂深方程如下：

Hｚ ＋
ｓｉｎαｂ
kα

＋q（ ｔａｎdｔ ｔａｎαｂ） ＋Δlｃｏｓαｔ ＝Hｔ （１７）

式中：Hｚ———造斜点垂深；αｔ、Δl———分别为稳斜段
的井斜角和段长。

从式（１７）解得：

Δl＝
Hｔ －Hｚ －

ｓｉｎαｂ
kα

－q（ ｔａｎαｔ －ｔａｎαｂ）

ｃｏｓαｔ
（１８）

可见，稳斜段长 Δl 可以从式（８）直接计算出
来，求解设计约束方程组时只需要使用前 ２ 个方程
（７） ～（８）即可。
如果用均匀网格法来求解方程组，初始网格点

个数为：
２００ ×２０００ ×２０００ ＝８ ×１０８

当稳斜段长不作为独立未知数时，初始网格点
个数减少为：

２００ ×２０００ ＝４ ×１０５

即求解的空间规模降低了 ３ 个数量级，求解难
度获得降低。

4　求解方程组
记方程（７） ～（９）的左端分别为 F１ 、F２ 和 F３ ，

无论使用哪种数值算法求解该方程组，都需要反复
计算这 ３个值。
4．1　隐含未知数的递推计算

用｛hr ｜r ＝０，１，⋯，m｝表示方位单元的端点垂
深序列（已知设计参数），h０ ＝０，hm ＝Hｚ。 第 r 个方
位单元上的方位变化率 kr 为已知设计参数。
用Ω＝｛Hi ｜i＝０，１，⋯，n｝表示最终得到的计算

单元的端点垂深序列，H０ ＝０，Hn ＝Hｚ。 第 i 个计算
单元上的方位变化率 Ki 待确定。
对于设计轨迹上的第 j 个设计井段，假设已知

其上端点处的井深 L（ j）
０ 、垂深 H（ j）

０ 、井斜角α（ j）
０ ，则其

他已知参数会出现 ３种情况：
（１）已知设计井段的垂深增量ΔH（ j） ，例如直井

段。 在方位单元垂深序列中查找 ２ 个下标号 r１ 和
r２ ，使得下式成立：

hr１ －１≤H（ j）
０ ＜hr１ （１９）

hr２ －１ ＜H（ j）
０ ＋ΔH（ j）≤hr２ （２０）

则将H（ j）
０ 、hri、hr１ ＋１ 、⋯、hr２ －１ 、H（ j）

０ ＋ΔH（ j）增加到

集合Ω中，并计算出上述每个垂深处的井斜角和井
深（见第 ３．２节所述）。

（２）已知设计井段下端点处的井斜角α（ j）
１ ，例如

圆弧过渡段、侧位抛物线段等。 根据式（１５） ～（１６）
可以求出垂深增量 ΔH（ j） 。 求出垂深增量 ΔH（ j）

之

后，归结为第（１）种情况。
（３）已知设计井段的段长 ΔL（ j） ，例如稳斜段。

使用式（１）计算设计井段下端点处的井斜角α（ j）
１ ，然

后归结为第（２）种情况。
在完成上面步骤之后，该设计井段被分解成多

个计算单元，并且每个计算单元端点处的井深、井斜
角、垂深、方位变化率等关键参数都已经确定。

５２　２０１２年第 ３９卷第 ６期　　 　　 　　探矿工程（岩土钻掘工程）



进一步，用式（６）计算计算单元端点处的方位
角；用式（１０） ～（１１）或者其等价的显式表示式来计
算计算单元的北坐标增量、东坐标增量、北坐标、东
坐标等等。
完成第 j个设计井段的计算单元划分和井身参

数计算之后，继续对第 j＋１ 个设计井段执行同样的
操作，直到最后一个设计井段。

上述递推过程完成之后，得到 F１ 、F２ 和 F３ 的确

定值。
4．2　设计约束方程组的数值求解

经过降维处理之后的设计约束方程组（７） ～
（８）为二元非线性方程组，没有解析解，需要使用数
值算法求数值解（近似解）。 求解非线性方程组的
数值算法有很多种

［５，６］ ，大部分算法需要使用导数
信息，并且迭代初始值对算法的收敛性有较大影响，
如果迭代初始值选择不当，则迭代过程可能不收敛、
或者收敛速度很慢，在方程组有多个解的情况下，还
有可能收敛到伪解。

算法研制的最终目的是为钻井设计人员（用
户）提供一套可靠性好的计算机软件，用户在使用
该软件时，只需要给定必要的设计参数、不必设置太
多的算法控制参数就能够快速求出轨道设计问题的

解来。 本着这一原则，下面给出一个具体的迭代算
法———缩半网格法。

记 x、y、z为方程组（７） ～（９）的 ３ 个独立未知
数：定向方位角、侧位抛物线特征参数、稳斜段的段
长。 方程左端项分别记为 F１ （x，y，z）、F２ （x，y，z）和
F３ （x，y，z），前面已经说明从垂深增量方程可以将某
个参数 z表示为其他 ２个参数的函数〔见式（１８）〕：

z＝λ（x，y） （２１）
再记：

F（x，y） ＝F１ （x，y，λ（x，y））２ ＋f２ （x，y，λ（x，y））２

（２２）
假设未知数取值范围为：

x（０）
ｍｉｎ≤x≤x（０）

ｍａｘ （２３）
y（０）
ｍｉｎ≤y≤y（０）

ｍａｘ （２４）
用步长为 δ（０）

x 和 δ（０）
y 将约束矩形划分为M（０）

x ×
M（０）

y 的网格，其中：

δx
（０） ＝

x（０）ｍａｘ －x（０）
ｍｉｎ

M（０）
x

（２５）

δ（０）
y ＝

y（０）ｍａｘ －y（０）
ｍｉｎ

M（０）
y

（２６）

令：
xi ＝x（０）

ｍｉｎ ＋iδ（０）
x ，　i ＝０，１，⋯，M（０）

x （２７）
yj ＝y（０）ｍｉｎ ＋jδ（０）

y ，　j＝０，１，⋯，M（０）
y （２８）

对每个网格点（xi，yj），利用垂深方程求出对应
的第 ３ 个待定参数 zij ＝λ（xi，yi），然后使用第 ４．１
节中的方法求出全部的隐含未知数并得到方程左端

项的值，再代入式（２２）求出网格点函数值 Fij。
求出所有的网格点函数值中的最小的函数值，

对应的网格点为（x（０） ，y（０） ），以该网格点为矩形中
心将初始矩形缩小一半，得到新的约束矩形：

x（１）
ｍｉｎ ＝ｍａｘ｛x（０）ｍｉｎ ，x（０） －w（０）

x ｝ （２９）
x（１）ｍａｘ ＝ｍｉｎ｛x（０）

ｍａｘ，x（０） ＋w（０）
x ｝ （３０）

y（１）
ｍｉｎ ＝ｍａｘ｛y（０）ｍｉｎ ，y（０） －w（０）

y ｝ （３１）
y（１）ｍａｘ ＝ｍｉｎ｛y（０）

ｍａｘ，y（０） ＋w（０）
y ｝ （３２）

其中：

w（０）
x ＝

x（０）
ｍａｘ －x（０）

ｍｉｎ
２ （３３）

w（０）
y ＝

y（０）
ｍａｘ －y（０）

ｍｉｎ
２ （３４）

用新的约束矩形重复上述计算过程，直到约束
矩形的边长或者最小函数值小于给定的允许误差时

停止迭代过程。

5　结论
（１）通过垂深方程可以将 ３ 个独立未知数中的

一个表示为其他未知数的函数，从而使得设计约束
方程组可以降维为二元非线性方程组，降低了数值
求解的规模和难度。

（２）结合隐含未知数的递推计算策略，缩半网
格法能够可靠地求出降维后的设计约束方程组的数

值解，特别适用于计算机编程实现。
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