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Ｍｉｓｅｓ 屈服准则及其在钻探工具强度设计中的应用
肖　京，卜长根

（中国地质大学枙北京枛工程技术学院，北京 １０００８３）

摘要：在地质钻探工具设计和使用过程中，需要用到强度理论或屈服准则对遇到的钻采设备、工具失效等问题进行
分析。 为帮助人们对 Ｍｉｓｅｓ屈服准则（应力）的理解，从理论上阐述了 Ｍｉｓｅｓ屈服准则与畸变能密度理论的关系，其
实质就是第四强度理论。 在弹塑性范围内，Ｍｉｓｅｓ屈服准则统一了单向拉压状态的第一强度理论、复杂应力状态的
第三强度理论和第四强度理论。 Ｍｉｓｅｓ屈服准则在有限元数值分析中获得了更为广泛的应用。
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在地质钻探工具设计和使用过程中，经常会遇
到钻采设备、工具失效的问题，需要用到强度理论或
屈服准则对失效原因进行分析，为进一步的结构优
化提供必要的依据。 钻杆接头连接螺纹，尤其深孔
绳索取心钻具接头螺纹断裂失效较为突出

［１ －３］ ，一
般采用 Ｍｉｓｅｓ 屈服准则来分析接头螺纹处应力状
态。 气动潜孔锤凿岩过程中冲锤与钻杆碰撞或
Ｈｅｒｔｚ接触冲击产生的复杂应力状态，屈曲边界的也
是基于Ｍｉｓｅｓ 屈服准则来分析研究的［４ －７］ ，也就是
说Ｍｉｓｅｓ屈服准则在复杂结构或复杂应力的有限元
分析中得到越来越广泛的应用，那么，Ｍｉｓｅｓ 屈服准
则与强度理论之间存在怎样的联系和区别呢？

1　Ｍｉｓｅｓ屈服准则
１８６４年，Ｔｒｅｓｃａ在法国科学院发表了他关于金

属在高压力下流动的报告，并认为金属流动时最大

切应力保持为一定的常量。 Ｔｒｅｓｃａ在做了一系列金
属挤压实验的基础上，发现在变形的金属表面存在
很细的裂纹，而这些裂纹的方向很接近最大切应力
的方向，金属的塑性变形是由于剪切应力引起金属
中晶体滑移而形成的

［８］ 。 Ｔｒｅｓｃａ提出当最大切应力
τｍａｘ达到某一极限值时，即 τｍａｘ ＝σｓ ／２，材料便进入
塑性状态，其屈服准则一般形式：

｛｜σ１ －σ２ ｜，｜σ２ －σ３ ｜，｜σ１ －σ３ ｜｝ ｍａｘ ＝σｓ （１）
Ｔｒｅｓｃａ屈服准则就是第三强度理论，在主应力

空间中，与式（１）相关的 Ｔｒｅｓｃａ 屈服面为等倾的正
六棱柱面，已知主应力的大小和次序会容易求出最
大剪应力τｍａｘ，使用 Ｔｒｅｓｃａ屈服准则是很方便的；主
应力大小的未知，应用式（１）表示的 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准
则将有一定困难，且 Ｔｒｅｓｃａ 屈服准则为不连续的函
数。

１９１３ 年德国的数学力学家 Ｍｉｓｅｓ，用 Ｔｒｅｓｃａ



屈服表面外接圆柱面代替六棱柱面，其外接圆半

径 R ＝ ２／３ σｓ， 对 应 的 应 力 偏 张 量 r ＝

〔（σ１ －σ２）２ ＋（σ２ －σ３）２ ＋（σ１ －σ３）２〕／３，基于
静水压力球张量不影响材料屈服，提出了只有应力
偏张量第二不变量

［９］ J２ 达到临界值时，材料开始屈
服，此时应力偏张量（ r ＝R）在 Ｍｉｓｅｓ 屈服表面上，
Ｍｉｓｅｓ屈服准则可以表示为：
J２ ＝〔（σ１ －σ２）

２ ＋（σ２ －σ３）
２ ＋（σ１ －σ３）

２〕／６

＝R２ ／２
＝σｓ

２ ／３ （２）
相对于 Ｔｒｅｓｃａ屈服准则，Ｍｉｓｅｓ屈服准则是一个

连续函数，数学分析处理比较容易，但 Ｍｉｓｅｓ 仅从几
何直观得到式（２），没有考虑屈服准则的物理属性。

2　Ｍｉｓｅｓ屈服准则与畸变能密度理论
１９２４年，德国力学家 Ｈｅｎｃｋｙ［１０］经过反复研究，

对 Ｍｉｓｅｓ屈服准则进行了物理解释，Ｈｅｎｃｋｙ 认为无
论什么应力状态，只要单位体积畸变能密度［１１］ （或
称形状改变能密度）达到材料性能的某临界值，材
料就发生屈服，经过实验验证，Ｍｉｓｅｓ 理论与实验更
加吻合。
应变能密度由 ２ 部分组成，分别为体积改变能

密度和畸变能密度。 当单元体的 ３ 个主应力分别为
σ１、σ２、σ３，相应的主应变为 ε１、ε２、ε３，其体应变为
εｖ。 在三个主应力作用下，单元体变为长方体。 可
见单元体的变形一方面为体积的增大或减小；另一
方面表现为形状的改变。 因此，应变能密度 vε 也由
两部分组成：（１）因体积变化而存储的应变能密度
vｖ；（２）由正方体改变为长方体而存储的应变能密度
vｄ。 由此可得：

vε ＝vｖ ＋vｄ （３）
在三向应力状态下，弹性体应变能与外力作功

在数值上是相等的。 它只决定于外力和变形的最终
值，而与加力过程无关。 在线弹性的条件下，每一主
应力与相应的主应变之间仍保持线性关系，三向应
力状态下的应变能密度为：
　　　vｓ ＝（σ１ε１ ＋σ２ε２ ＋σ３ε３） ／２

＝〔σ１
２ ＋σ２

２ ＋σ３
２ －２μ（σ１σ２ ＋σ２σ３ ＋

σ３σ１）〕／（２E） （４）
其中在弹性范围内，由广义 Ｈｏｏｋｅ定律：

ε１ ＝〔σ１ －μ（σ２ ＋σ３）〕／E
ε２ ＝〔σ２ －μ（σ１ ＋σ３）〕／E
ε３ ＝〔σ３ －μ（σ１ ＋σ２）〕／E

设单元体的边长分别为 ｄx、ｄy 和 ｄz，变形前六
面体的体积 V ＝ｄxｄyｄz，变形后的体积变 V１ ＝（１ ＋
ε１）（１ ＋ε２ ） （１ ＋ε３ ） ｄxｄyｄz，略去高阶微量 ε１ε２、
ε２ε３ 、ε１ε３ 、ε１ε２ε３，可得变形后的体积变 V１ ＝（１ ＋
ε１ ＋ε２ ＋ε３）ｄxｄyｄz，单元体的体应变 εｖ 为：
　　　εｖ ＝（V１ －V）／V

＝ε１ ＋ε２ ＋ε３

＝〔（１ －２μ）／E〕（σ１ ＋σ２ ＋σ３） （５）
令式（５）中 ３个主应力平均值σｍ ＝（σ１ ＋σ２ ＋

σ３）／３。 式（５）单元体的体应变 εｖ ＝〔３（１ －２μ）／E〕
σｍ 只与 ３个主应力之和有关，若以平均应力σｍ 代
替主应力作用于单元体上，体应变 εｖ 与主应力σ１、
σ２、σ３ 作用时相等，而以σｍ 代替原来的主应力后，
由于单元体的变形相同，其应变 εｍ ＝〔（１ －２μ）／E〕
σｍ，即静水压力对单元体只有体积变化而无形状改
变。 因而这种情况下的应变能密度也就是体积改变
能密度 vｖ，即：
　　　vｖ ＝σｍεｍ ／２ ＋σｍεｍ ／２ ＋σｍεｍ ／２

＝３σｍεｍ ／２
＝〔３（１ －２μ）／（２E）〕σｍ

２

＝〔（１ －２μ）／（６E）〕（σ１ ＋σ２ ＋σ３）
２ （６）

将式（４）与式（６）代入式（３）中，整理得畸变能
密度 vｄ：
　　vｄ ＝vε －vｖ

＝〔（１ ＋μ）／（６E）〕〔（σ１ －σ２）
２ ＋（σ２ －

σ３）
２ ＋（σ３ －σ１）

２〕 （７）
对于单向拉伸，屈服应力为σｓ，则σ１ ＝σｓ、σ２ ＝

σ３ ＝０，材料屈服时的畸变能密度可由式（７）求得：
vｄ ＝〔（１ ＋μ）／（６E）〕（２σｓ

２ ） （８）
式（８）就是导致材料屈服的畸变能密度的极限

值，任意主应力状态下，将式（２）代入式（７）中得：
vｄ ＝〔（１ ＋μ）／（６E）〕〔（σ１ －σ２）

２ ＋（σ２ －
σ３）

２ ＋（σ３ －σ１）
２〕

＝〔（１ ＋μ）／E〕J２
＝〔（１ ＋μ）／（３E）〕σｓ

２ （９）
此时 J２ ＝σｓ

２ ／３，材料开始处于屈服状态，单位
体积畸变能密度与应力偏张量第二不变量 J２ 成比
例，即 vｄ ＝〔（１ ＋μ）／E〕 J２ ，因此，Ｍｉｓｅｓ 准则就是能
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量准则。 整理式（９），可得第四强度理论的等效应
力σｒ（或 Ｍｉｓｅｓ应力）表达式：

σｒ ＝ 〔（σ１ －σ２）
２ ＋（σ２ －σ３）

２ ＋（σ３ －σ１）
２〕／２

≤σｓ （１０）
因此，Ｍｉｓｅｓ屈服准则其物理意义就是单位体积

畸变能密度达到临界值时，材料开始屈服，实质就是
第四强度理论。

3　Ｍｉｓｅｓ屈服准则在钻探工具设计中的应用实例
Ｍｉｓｅｓ屈服准则与 Ｔｒｅｓｃａ屈服准则相比，考虑了

中间力的影响，且应力偏张量第二不变量为连续函
数。 在复杂结构或复杂应力的强度分析中，直接使
用第四强度理论公式计算并不方便，随着有限元数
值分析的发展，在 ＡＱＡＱＵＳ、ＬＳ －ＤＹＮＡ 等软件中，
可以得到其应力云图，而有限元软件中应力云图都
是以 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ应力来表示的，因而 Ｍｉｓｅｓ屈服准则
在有限元分析中得到越来越广泛的应用。
3．1　工程用钻杆螺纹断裂失效分析

工程钻机钻杆在孔内受各种载荷作用，包括弯
曲、扭转、振动及拉压等，钻进时经常出现钻杆断裂
现象，严重影响正常生产。 管朝晖［１］

对 饱４２ ｍｍ 钻
杆接头连接螺纹螺纹牙强度设计时，首先要求解螺
纹牙拉压应力与剪切应力，公式引入载荷不均匀系
数 k，其选取有一定随意性，同时螺纹牙的最大载荷
确定也会随螺纹接头结构而变，因而直接应用第四
强度理论计算螺纹牙等效应力并不能准确描述其实

际所处的应力状态，螺纹接头容易失效，也仅仅是定
性分析。 螺纹牙与钻杆主体连接处，截面形状复杂，
容易出现应力集中，目前较常用的方法主要是基于
有限单元法对其进行了强度计算。 建立钻杆连接螺
纹接触有限元模型，设置边界条件，进行有限元强度
计算，可以得到其特定受力工况下螺纹接头的应力
状态，由于 Ｍｉｓｅｓ 屈服准则应力偏张量第二不变量
具有连续性，可以得到考虑应力集中的螺纹牙任意
点的等效 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ应力云图。 伴随复杂应力状态
有限元强度计算，Ｍｉｓｅｓ 应力强度设计获得推广使
用。
3．2　冲锤与钎杆碰撞屈曲强度分析

弹性冲锤与钎杆冲击，如图 １ 所示，典型的
Ｈｅｒｔｚ接触碰撞，接触区会产生挤压应力与剪应力，
冲锤与钎杆 Ｈｅｒｔｚ 接触冲击处于复杂应力状态，
Ｃｈａｎｇｇｅｎ Ｂｕ［４］通过 ＬＳ －ＤＹＮＡ 显式有限元程序模

拟了冲锤撞击钎杆的动力学过程。

图 １　冲锤撞击钎杆模型

基于 Ｈｅｒｔｚ理论和 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则，对接触
区进行了屈曲强度分析，接触中心处最大压应力 p０
＝１畅６σｓ（其中σｓ 为材料料屈服强度）时，接触区域
的正下方的最大剪应力处首先发生屈曲变形，其接
触区的 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ应力云图如图 ２。

图 ２　冲锤与钎杆内部的 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ应力云图
其最大压应力发生的部位与最大剪应力发生的

部位并不相同，使用第四强度理论公式计算等效应
力存在一定困难，由于 Ｖｏｎ Ｍｉｓｅｓ 屈服准则的函数
连续性，在 ＬＳ －ＤＹＮＡ 有限元软件中，获得其 Ｖｏｎ
Ｍｉｓｅｓ应力云图，进而方便地对其屈曲强度作进一步
分析研究。

4　Ｍｉｓｅｓ屈服准则的应用总结
屈服失效主要是采用 Ｔｒｅｓｃａ 的最大切应力理

论和 Ｍｉｓｅｓ畸变能密度理论进行分析，两种屈服准
则与实验结果都是近似吻合的［１２ －１３］ 。 其主要原因
是 ２个方面：（１）单向拉、压及轴对称应力状态时，
第四强度理论的 Ｍｉｓｅｓ屈服准则与第三强度理论的
Ｔｒｅｓｃａ屈服准则是一致的；（２）在纯剪切和平面应力
状态下，Ｍｉｓｅｓ与 Ｔｒｅｓｃａ的相对误差最大，但不超过
１５畅５％［１４］ 。

与 Ｔｒｅｓｃａ屈服准则相比，Ｍｉｓｅｓ屈服准则考虑了
中间力的影响，应力偏张量第二不变量为连续函数，
数学处理方便，在弹塑性范围内，Ｍｉｓｅｓ屈服准则统
一了单向拉压状态的第一强度理论、复杂应力状态
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漏水点，后又针对漏水点注浆，达到了完全封堵的目
的，设计目标全部完成。

3　结论
（１）通过引用温度、温变速率的参数，对 ＳＪＰ型

浆液与纯水泥浆的水化热进行测定，研究了 ＳＪＰ 型
粘时变浆液水化机制，解释了粘时变性浆液外掺剂
的掺入依据，揭示了 ２ 号早强剂、３ 号助剂共同协调
水泥二次水化的溶剂化膜理论。

（２）实验证明，ＳＪＰ型粘时变浆液具有很好的粘
时变性，初配粘度低，可泵期调节范围大，特别是在
可泵期内粘度增长缓慢，可泵期后粘度快速增长至
失去流动性，并在短时间内达到初凝。 这一特点在
保证浆液充分灌入地层的同时，避免了过度流失和
被地下水稀释，能有效保证注浆效果。

（３）工程应用证明，ＳＪＰ型粘时变浆液适用于松
散回填层、砂卵石层、裂隙发育的基岩的地基处理注
浆，尤其是地下水丰富的地层，能够有效减少因普通
水泥浆液等不可控带来的资源浪费和地下水污染。
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的第三强度理论和第四强度理论，尤其在复杂应力
状态有限元数值分析中，Ｍｉｓｅｓ屈服准则获得了更为
广泛的应用。
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