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摘　要：全力扭方位的数学本质是在给定的约束条件下求装置角，使得方位变化达到最大。 文献中已有的几种
求解方法在求解过程中没有考虑约束条件，这使得有关计算公式缺乏严格的数学基础。 使用有约束极值问题的
标准求解方法———拉格朗日乘数法对全力扭方位问题重新进行了数学表述，并推导出了最优解的计算公式。
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扭方位计算是钻井施工现场常用的一种工程计

算［１ ～３］ ，在刘修善［４，５］ 、韩志勇［６］的著作中有非常详

细的讨论。 全力扭方位是一种特殊形式的扭方位，
它要求在给定条件下使得方位变化达到最大。 全力
扭方位计算实际上是求解一个极值问题，在文献 ［４
～６］中提供了几种不同的求解的方法，但是细读之
下感觉在数学推导上不是很严格，都没有考虑极值
问题中的约束条件。 从数学观点上来看，有约束极
值问题与无约束极值问题是有本质区别的，尽管在
某些特定条件下、有约束极值问题与无约束极值问
题的解是相同的。 本文遵循有约束极值问题的标准
求解方法———拉格朗日乘数法，给出了全力扭方位
这一有约束极值问题的标准求解过程，可以看做是
对文献中各种方法的一种补充和完善。

约定：除非特别指明，本文公式中的角度参数的
物理单位为 ｒａｄ，长度参数的物理单位为 ｍ，井眼曲
率的物理单位为 ｍ －１。

1　扭方位计算的基本公式
假设当前井底的井斜角为 α１，方位角为φ１，初

始装置角为ω，扭方位井段终点的井斜角为α，方位
角为φ，井段为圆弧井段，弯曲角为 ε，则有［４］ ：
ｓｉｎαｃｏｓφ＝ｓｉｎα１ｃｏｓφ１ｃｏｓε ＋（ｃｏｓα１ｃｏｓφ１ｃｏｓω－

ｓｉｎφ１ ｓｉｎω）ｓｉｎε （１）
ｓｉｎαｓｉｎφ＝ｓｉｎα１ ｓｉｎφ１ｃｏｓε ＋（ｃｏｓα１ ｓｉｎφ１ｃｏｓω＋

ｃｏｓφ１ ｓｉｎω）ｓｉｎε （２）
ｃｏｓα＝ｃｏｓα１ｃｏｓε －ｓｉｎα１ｃｏｓωｓｉｎε （３）
ｃｏｓε ＝ｃｏｓα１ｃｏｓα＋ｓｉｎα１ ｓｉｎαｃｏｓΔφ （４）

式中：Δφ＝φ－φ１。
另外，当井段长度ΔL和井眼曲率 K给定时，弯

曲角可以由下式计算：
ε ＝KΔL （５）

在 ４个独立参数α、φ、ε、ω中，只要给定其中的
２ 个参数，就能从方程组（３） ～（４）求出另外的 ２ 个
参数。
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2　全力扭方位的两种算法
全力扭方位是一种特殊形式的扭方位，就是在

给定井段长度和井眼曲率（即是相当于弯曲角 ε 为
已知参数）的情况下，求初始装置角、使得井段末端
方位变化最大。
因为既可以是方位增加、也可以是方位减少，故

全力扭方位就是要求｜Δφ｜为最大的一个极值问题。
目前，求这个极值问题有 ２种方法，尽管数学求解过
程有些不同，但最终结果相差不多。
2．1　刘修善方法

刘修善
［４，５］
给出：

ｔａｎφ＝
ｓｉｎα１ｓｉｎφ１ ＋（ｃｏｓα１ ｓｉｎφ１ｃｏｓω＋ｃｏｓφ１ｓｉｎω）ｔａｎε
ｓｉｎα１ｃｏｓφ１ ＋（ｃｏｓα１ｃｏｓφ１ｃｏｓω－ｓｉｎφ１ ｓｉｎω）ｔａｎε

（６）
式（６）实际上是式（２）除以式（１）再化简的结

果。
文献［４，５］指出：根据微分学原理，装置角ω应

满足下面的条件：
ｄφ
ｄω＝０ （７）

由于上式比较复杂，可以使用下面的等价方程：
ｄ
ｄω（ ｔａｎφ） ＝０ （８）

然后将式（６）代入式（８），经过复杂的计算之后
得：

ｃｏｓω＝－ｔａｎε
ｔａｎα１

（９）

2．2　韩志勇方法
韩志勇

［６］
给出：

ｔａｎΔφ＝ ｓｉｎεｓｉｎω
ｓｉｎα１ｃｏｓε ＋ｃｏｓα１ ｓｉｎεｃｏｓω （１０）

将式（１０）代入下式：
ｄ
ｄω（ ｔａｎΔφ） ＝０ （１１）

经过复杂的计算之后得出的装置角解也是式

（９）。
2．3　注解

上述 ２种方法中都有 ３个地方需要加以注意：
第一，式（７）与式（８）〔或式（１１）〕的等价性并

没有经过严格的数学证明；
第二，式（７）只是这个极值问题的必要条件，而

不是充分条件，所以所得到的解（９）是不是极值点
需要加以验证（也有可能是驻点，即既不是极大值
点，也不是极小值点）；

第三，由于式（６）〔或式（１０）〕本身是有理三角

函数，推导出式（８）〔或式（１１）〕左边的表达式也是
一个比较复杂的求导和化简过程。

3　全力扭方位的新算法
刘修善算法和韩志勇算法都是直接将装置角ω

作为优化变量来求解一个间接的优化问题。 由于优
化的目标函数比较复杂，数学推导过程也比较复杂。
从空间圆弧井段的几何学意义上来看，当井段

弯曲角给定之后，井段的形状是确定的，当井段末端
的井斜角和方位角变化时，所有这样的井段形成一
个以井段起点处井眼方向线为对称轴的旋转曲

面———曲圆锥，井段的末端在曲圆锥的底圆上。 全
力扭方位的目标就是在曲圆锥的底圆上选择某个点

或多个点，使得｜Δφ｜达到最大。
如果这样来认识全力扭方位问题，可以形成下

面的数学问题（二元约束极值问题）：求α、Δφ，使得
在满足约束方程（４）的条件下，求目标函数｜Δφ｜的
极值。
由于目标函数的导数具有不连续点，定义一个

等价的、连续可导的新目标函数：
f（α，Δφ） ＝（Δφ）２

如果该极值问题有解，再根据式（１） ～（３）的任
一式反求装置角ω。
3．1　拉格朗日乘数法求解

拉格朗日乘数法［７］是求解等式约束极值问题

的一种有效的方法。 定义拉格朗日函数如下：
F（α，Δφ，λ） ＝（Δφ）２ ＋λ（ｃｏｓα１ｃｏｓα＋

ｓｉｎα１ ｓｉｎαｃｏｓΔφ－ｃｏｓε） （１２）
则有：
抄F
抄α＝－λ（ｃｏｓα１ｓｉｎα－ｓｉｎα１ｃｏｓαｃｏｓΔφ） （１３）

抄F
抄Δφ＝２Δφ－λｓｉｎα１ｓｉｎαｓｉｎΔφ （１４）

抄F
抄λ＝ｃｏｓα１ｃｏｓα＋ｓｉｎα１ ｓｉｎαｃｏｓΔφ－ｃｏｓε （１５）

根据极值问题的驻点条件，
抄F
抄α＝抄F

抄Δφ＝抄F抄λ＝０

得：

ｃｏｓΔφ＝ｔａｎαｔａｎα１
（１６）

λ＝ ２Δφ
ｓｉｎα１ ｓｉｎαｓｉｎΔφ （１７）

ｃｏｓΔφ＝
ｃｏｓε －ｃｏｓα１ｃｏｓα

ｓｉｎα１ ｓｉｎα （１８）
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从式（１６）和式（１８）得：
ｃｏｓε －ｃｏｓα１ｃｏｓα

ｓｉｎα１ ｓｉｎα ＝ｔａｎα
ｔａｎα１

（１９）

这个方程只包含未知数α，化简后求得：

ｃｏｓα＝
ｃｏｓα１

ｃｏｓε （２０）

在扭方位时，一般来说井段初始井斜角α１ ＜π／
２，故：

α＝ａｒｃｃｏｓ ｃｏｓα１

ｃｏｓε （２１）

将式（２０）代入式（１６）得：

ｓｉｎΔφ＝±ｓｉｎε
ｓｉｎα１

（２２）

故：

Δφ＝±ａｒｃｓｉｎ ｓｉｎε
ｓｉｎα１

（２３）

上面的结果表明，全力扭方位问题有 ２个解：一
个解是方位角增加方向上的，另一个解是方位角减
少方向上的，但是这 ２ 个解的井斜角和方位角增量
绝对值是相同的，可以看成是几何意义上的对称解。
还应该注意到，上述推导过程完全没有涉及到装置
角的概念，这说明全力扭方位问题的数学本身是与
装置角无关的。
3．2　装置角的计算

从式（３）得：

ｃｏｓω＝
ｃｏｓα１ｃｏｓε －ｃｏｓα

ｓｉｎα１ ｓｉｎε （２４）

将式（２０）代入式（２４），得：

ｃｏｓω＝－ｔａｎε
ｔａｎα１

（２５）

这个结果与刘修善方法和韩志勇方法的结果相

同，见式（９）。
由于三角函数的周期性，从式（２５）反求装置角

时有 ２个解，令：

ω１ ＝ａｒｃｃｏｓ －ｔａｎε
ｔａｎα１

（２６）

是［０，π］上的解，则另一个解为：ω２ ＝２π－ω１。 根
据韩志勇［６］的分析，ω１ 对应于增方位的解 Δφ，ω２

对应于减方位的解－Δφ。

4　结论
（１）在全力扭方位问题的求解方法中，都是以

装置角为参数求解一个一元极值问题。 但是在井段
弯曲角固定的情况下，方位角的变化值是装置角和
井段末端井斜角的二元函数，故以一元极值问题来
求解全力扭方位问题不具有严谨性；而且全力扭方
位问题的各个参数之间具有一定的约束关系，但是
原来的解法没有考虑这些约束条件。

（２）本文提供了一个新的解法，将全力扭方位
问题描述为二元约束极值问题，并且使用标准的拉
格朗日乘子法求出了该问题的解。 与原来解法相比
较，本文解法在数学上是严谨的，所得到的解具有简
单明了的几何直观性。
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河南省地矿局 ２０１２ 年计划实施找矿项目 ３４６ 个
　　枟中国矿业报枠消息（２０１２ －０７ －１９）　从河南省地矿局
召开的找矿突破战略行动推进会议上获悉，２０１２ 年，该局组
织实施地质找矿项目达３４６个，投资规模１６亿元，涉及１０多
个省及 ２０多个国家和地区。
在找矿突破战略行动中，河南省地矿局主动与洛阳、三

门峡等资源型城市和中国五矿、河南煤化集团、洛钼集团等
有实力的大型企业开展战略合作，制定局“３５８”地质找矿行
动计划，并将其列入枟河南省地矿局地质工作和经济发展“十

二五”规划纲要枠；同时，相继出台了一系列推进找矿突破的
重大措施。

据了解，在全国开展的找矿突破战略行动中，国土资源
部部署的 ４７片整装勘查区，其中 ４畅５个在河南省境内；而在
河南省找矿突破战略行动中，首批启动的 ５４ 个重点整装勘
查区，其中 ３４ 个整装勘查区的勘查任务由河南省地矿局承
担。
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